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摘 要： 针对主流并行计算机架构以及电特大目标的特点，提出并实现一种高性能并行多层快速多极子算法．
采用由粗到细、多层次渐进展开的表述形式，并配以算例，具体分析算法每个环节的数值性能，充分研究、展示算法的

效率和精度．使用本文算法，成功计算了未知数超过３亿１千万，电尺寸达到２０００个波长的电特大目标的电磁散射．
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１ 引言

电特大目标散射是近年来从目标特性、隐身设计等

实际工程中，提炼出的一个颇具挑战性的科学问题．对
于这类问题，以往通常采用高频近似方法求解［１～３］．然
而高频方法的计算精度一般难有保证，只适用于目标散

射特性的粗略估计，要获得电特大目标散射的精确可靠

分析则往往需要全波数值方法．利用全波数值方法计算
电特大目标散射在上个世纪是不可能的，因为所需计算

资源过大．但今天则是可能的．这缘于两个基本事实：
一、计算电磁快速算法研究的突破；二、计算机技术的飞

跃发展，尤其是并行技术的发展．本文目的就是针对主
流并行计算机架构以及电特大目标的特点，提出并实现

一种高性能并行多层快速多极子算法（ＭＬＦＭＡ），完成
尺寸过千个波长，未知数过亿的特大目标的计算．

多层快速多极子算法的提出及实现是上世纪末计

算电磁领域研究的一大突破，极大地提高了电磁计算的

能力，大致将几个波长的计算能力提高到几十个波

长［４～６］．之后，多层快速多极子算法又与计算机并行技
术相结合，将计算能力再次提升到几百个电波长［７～１３］．
本文则在此基础上，针对目前主流并行计算机架构—分

布式内存并行系统，提出并实现一种高性能并行多层快

速多极子算法，成功计算了未知数超过 ３亿 １千万，电
尺寸过２千个波长的电特大目标的散射．为清晰完整表
述算法，本文采用由粗到细、多层次渐进展开的表述形

式，并配以算例，具体分析算法每个环节的数值性能，充

分研究、展示算法的效率和精度．

２ 高性能并行多层快速多极子算法

如图 １所示，并行多层快速多极子算法可分为四
层．除特别说明，本文所有数值实验都是在北京理工大
学的电磁仿真中心“刘徽”高性能计算平台上进行．“刘
徽”是以Ｍｙｒｉｎｅｔ千兆光纤网连接的３２节点 ＩＢＭ服务器
集群，每个节点配有４Ｇ内存、３０ＧＨｚＩｎｔｅｌ至强服务器
ＣＰＵ，软件平台为 ６４位 ＬＩＮＵＸ操作系统、ＭＰＩＣＨ并行
库．文中采用的算例是需要 １６，３０３，９２０个未知数来模
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拟、舰身长为５３６个波长舰船模型—ＳＨＩＰ５３６，
如图２所示．计算中多层快速多极子将计算区
域分为１２层．
２．１ 高性能并行多层快速多极子算法的第

一层设计

计算目标散射的多层快速多极子一般包

含四个模块．这是矩量法的最初级层次、最一
般的考虑，不涉及多层快速多极子的实现和并

行算法的设计．对于 ＳＨＩＰ５３６，这四个模块消
耗的内存分别为 ２５ＧＢ、３４６ＧＢ、４９ＧＢ和
０ＧＢ，消耗的时间则为６６ｓ、１８６６ｓ、３６４５ｓ和２１ｓ．
２．２ 高性能并行多层快速多极子算法的第

二层设计

（１）读取几何信息

多层快速多极子所需几何输入信息与普通矩量法

类似．串行算法一般直接读入保存上述几何信息、建立
几何信息树．当未知数上亿、目标电尺寸上千个波长
时，几何信息所占内存极大．因此，首先需并行地读取
保存这些信息以节省内存［１０］；二是必须以二进制的方

式存取几何信息以提高读写效率．莫顿码（ＭｏｒｔｏｎＫｅｙ）
方便了几何信息树的建立［６］．但３２位的莫顿码只能描
述１０层几何信息树，对应目标尺寸为１００个电波长左
右．要高效地计算尺寸达到上千个波长目标的散射，应
采用６４位莫顿码．对于 ＳＨＩＰ５３６，采用３２位莫顿码时，
完成整个计算所需内存为 ８２７ＧＢ、时间为 ８５２１ｓ；而采
用６４位的码时，内存减少为 ４２０ＧＢ、时间减少为
５５９８ｓ．

（２）建立矩阵方程
多层快速多极子将矩量法中的系数矩阵分为近相

互作用矩阵和远相互作用矩阵．近相互作用矩阵的建
立如同普通矩量法，只不过这里采用压缩方式存储它

以充分利用其稀疏性．远相互作用矩阵则分为发射／接
收模式矩阵、插值矩阵、中心平移矩阵和转移矩阵．把
计算能力从几百个波长提升到上千个波长涉及建立这

些矩阵的很多技巧，这将在后面讨论．ＳＨＩＰ５３６算例显
示，建立近／远相互作用矩阵所需内存分别为 １３５ＧＢ
和２１１ＧＢ，而时间则为１７６１ｓ和１０５ｓ．

（３）求解矩阵方程
多层快速多极子一般采用迭代法来求解矩阵方

程．常用的 ＣＧ、ＢｉＣＧ、ＢｉＣＧＳｔａｂ和 ＧＭＲＥＳ迭代器中，并

行的ＧＭＲＥＳ非常适合并行多层快速多极子．ＧＭＲＥＳ涉
及多层快速多极子的核心—矩阵向量相乘，我们将在

第三层设计中讨论其具体实现．为加速迭代，本文采用
了块对角预处理器．对于 ＳＨＩＰ５３６，建立预处理器和求
解矩阵方程消耗内存分别为１４ＧＢ和３５ＧＢ，时间分别
为１１ｓ和３６３４ｓ．

（４）计算雷达散射截面
应用多层快速多极子中聚集过程来计算双站雷达

散射截面比直接计算要高效得多［１０］，但需要额外内存

保存从第２层到第０层的插值矩阵和中心平移矩阵．对
于 ＳＨＩＰ５３６，直接法计算雷达散射截面所需时间为
１２５１ｓ，采用多极子方式计算则只需 ２１ｓ，但额外需要内
存２８ＧＢ．要将计算能力提升至上千个波长，必须妥善
处理这部分内存．观察发现，ＧＭＲＥＳ投影向量消耗的内
存大于计算雷达散射截面额外所需内存；而且它们分

布存储于各处理器，与计算雷达散射截面额外所需内

存的使用方式完全匹配．于是循环使用 ＧＭＲＥＳ投影内
存空间，便可成功解决上述内存需求问题．
２３ 高性能并行多层快速多极子算法的第三层设

计

（１）远相互作用的并行方式
在建立远相互作用矩阵前，必须确定并行方式．平

均分配各层盒子到各处理器是自然选择，但处理器多

时很难保证负载均衡［１０］．为此我们选择一个过渡层［９］：
在盒子大于过渡层盒子的层，平均分配远场模式到各

处理器；在盒子小于过渡层盒子的层，则将盒子分配到

各处理器．如何选择过渡层将在第四层设计中讨论．
（２）建立远相互作用矩阵
目标尺寸达到上千个波长时，充分利用远相互作

用矩阵系数的对称性尤为重要［１１］．对于发射／接收模式
矩阵，电场（或磁场）积分方程时使用对称性可将内存

消耗减为原来的１／４，联合积分方程时则可减为１／２．插
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值矩阵和反插值矩阵互为转置，串行代码只需保存它

们中的一个，即插值矩阵．目标尺寸很大时，与盒子较
大层相关的插值矩阵消耗很多内存，例如对于 ＳＨＩＰ
５３６，这部分插值系数消耗内存２０ＧＢ，显然应将插值矩
阵分布存储，但此时反插值矩阵就不全位于本地，为避

免通信，需要将反插值矩阵也分布存储．转移矩阵所占
内存很大，每个处理器保存它的备份将导致内存瓶颈．
它的计算也很耗时，实时计算它会严重降低算法效率．
对于ＳＨＩＰ５３６，即便使用快速算法［１１］，每次矩阵向量相
乘中计算转移矩阵所需时间为５９ｓ．这让尺寸上千个波
长目标的计算几乎不可能在合理时间内完成．为此，本
文采用文献［９］提出的高效替代方案来处理转移矩阵．

（３）计算矩阵向量相乘
矩阵向量相乘的近／远相互作用在多层快速多极

子中各自独立进行．近相互作用的并行比较直接；远相
互作用的并行计算则比较复杂，将在第四层设计中讨

论．为达到各自负载均衡，近／远相互作用的计算任务
分别按它们的工作量来分配．ＳＨＩＰ５３６的数值实验中，
每次矩阵向量相乘中近／远相互作用的时间分别为
０４ｓ和３３７ｓ．
２４ 高性能并行多层快速多极子算法的第四层设

计

（１）确定过渡层
将并行多层快速多极子的计算能力由几百个波长

提升至上千个波长，确定算法中的过渡层非常关键．按
盒子并行易导致盒子较大层的负载不均衡，而按远场

模式并行则会带来插值操作的通信，所以过渡层的选

择实际是权衡两种并行方式在不同层间实现时的代价

和收益［９］．
（２）建立近／远相互作用队列
近／远相互作用队列是实现近／远相互作用的必备

条件．并行算法中，它们还是分配计算任务的依据．并
行算法根据这两个队列估算出所有盒子的工作量，将

盒子或远场模式平均分配到各处理器．对于电特大目
标，建立这两个队列非常消耗计算资源，为此我们采用

文献［１３］中的优化方案来提高效率．
（３）减少远场模式
多层快速多极子中，计算时间和内存需求强烈依

赖于由盒子大小决定的远场模式数［６］．对于电尺寸上
千个波长的目标，找到盒子大小的最小值、减少远场模

式非常关键．各层盒子大小可在建立几何信息树时获
取，但此时基函数往往没有填满盒子，所得结果并不是

最优的．采用下面方案可求得盒子大小在各层的最小
值：①找到每一层中各盒子里所有边的中点坐标的最

大值和最小值；②由上面的坐标最大值和最小值计算

出每层盒子中相距最远的一对边的距离，称为盒子的

“边间距”；③比较各层盒子的“边间距”，得到各层盒子

中最大的边间距，这就是各层盒子尺寸的最小值．不难
分析，上述寻找盒子最小尺寸的算法耗时 Ｎｌｏｇ（Ｎ），其
中Ｎ为未知数个数．同时，这个算法也很容易并行．应
用此远场模式减少技术可极大减少多层快速多极子的

内存需求和计算时间而不影响计算精度．对于 ＳＨＩＰ５３６
算例，本文优化技术将发射／接收模式矩阵、插值矩阵、
转移矩阵和远场模式所消耗的内存由 １８４ＧＢ、３４ＧＢ、
１４ＧＢ和９７ＧＢ减少到８４ＧＢ、２４ＧＢ、１２ＧＢ和５０ＧＢ；
一次矩阵向量相乘的时间由 ４８５ｓ减少为 ３３７ｓ．而完
成优化的开销，即寻找各层盒子最小尺寸的时间，仅为

１０ｓ．
（４）建立转移和插值操作的通信拓扑
转移和插值操作需要通信．分布式内存并行平台

上，这种通信开销随目标电尺寸增大而急剧增加，因此

必须为转移和插值操作建立通信拓扑，提高通信效率．
本文的通信拓扑由两类队列构成：发送队列和接收队

列，分别保存要发送到不同处理器的远场模式（或盒

子）的编号和要从其它处理器接收的远场模式（或盒

子）的编号．各处理器内使用的是局域编号，但处理器
间通信需要全局编号，所以通信拓扑还需将全局编号

转换为对应处理器上的局域编号．这个功能由通信拓
扑中的另外两个队列完成：发送转换队列和接收转换

队列．发送数据只需局域信息，所以发送队列可直接保
存局域编号．这样通信拓扑包含了三个队列：发送队
列、接收队列和接收转换队列．

针对转移操作的通信拓扑可由远相互作用队列建

立，针对插值操作的拓扑则由插值矩阵建立．建立通信
拓扑的时间和内存开销都非常小，对于 ＳＨＩＰ５３６算例，
其内存消耗为７３８ＭＢ，时间为２ｓ．

（５）计算远相互作用
计算远相互作用时需要用到每个盒子的发射和接

收模式．不过当父盒子的发射模式配置到子盒子后，就
可释放父盒子发射模式的内存，使得保存远场模式的

内存需求减少近一半［１１］．串行环境下实现这种内存循
环技术比较直接，但分布式内存并行平台上，存在处理

器间数据同步的问题．各处理器只有在收到同步信号
后才能开始子盒子的计算，以保证父盒子远场模式的

操作已全部完成．分布式内存并行系统提供了阻塞同
步和非阻塞同步两种同步模式．本文采用把通信和计
算重叠的非阻塞通信模式．２４（４）建立的通信拓扑为非
阻塞通信的实现提供了方便．与阻塞模式相比，因为需
要编程检查通信是否成功，非阻塞模式编程实现更加

复杂．
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３ 高性能并行多层快速多极子的计算能力验证

根据图１所示框架，我们具体实现了多层快速多极
子的并行方案．文中讨论的所有技术都集成到并行代
码中．为了验证和展示并行算法的计算能力，我们在中
国科学院“深腾７０００”高性能计算平台上计算了两个特
大目标的电磁散射．

３．１ 直径为７５０个波长的金属球
我们首先计算了需要 ３１５，９２５，９３２个未知数模拟

的直径为７５０个波长的金属球（Ｓ７５０）的散射．计算中
把计算区域分成了１３层（从０到１２层），过渡层是第６
层．图３给出了双站雷达散射截面（ＲＣＳ）的计算结果．
雷达散射截面在观察角度较大时变化非常剧烈，很难

计算准确，清晰起见，图中只给出这部分计算结果．与
Ｍｉｅ理论值相比，并行计算结果的均方根误差为
０６ｄＢｓｍ．表１列出了计算中使用的资源．目前国际上公
开报道能够计算超过一亿未知数目标的还有土耳其

ＢｉｌｋｅｎｔＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ的电磁计算研究中心，表１中的 Ｓ４２０
是他们目前能够计算的未知数最多的目标［１２］．表 ２给
出了计算中资源使用的详细情况．计算中迭代精度为
０００１，联合积分方程的联合系数为０５．

表１ 并行多层快速多极子使用的计算资源

Ｓ４２０ Ｓ７５０ Ａ２０００
几何尺寸（波长） ４２０ ７５０ ２０００
未知数个数（亿） ２．０４ ３．１６ ２．８９
处理器个数 ６４ ６４ ６４
计算区域的层数 １２ １３ １４
内存总计（ＧＢ） — ８５３ ８１４
时间总计（分） ６８０ ４８７ ２８１
均方根误差（ｄＢｓｍ） — ０．６ —

３．２ 尺寸达到２０００个波长的飞机模型
为进一步验证高性能并行多层快速多极子的计算

能力，我们计算了机身尺寸达到 ２０００个电波长，需
２８９，３４４，１９２个未知数来模拟的飞机模型（Ａ２０００）的散
射．设置垂直极化的入射波方向为（９０°，０°），计算 ＸＺ平
面内从０到３６０度范围的双站雷达散射截面．计算中把

计算区域分成了１４层，过渡层为第７层．图４给出了仿
真结果．表１和表２列出此次计算使用的资源．计算中
迭代精度为０００５，联合积分方程的联合系数为０５．

表２


并行多层快速多极子使用计算资源的详细列表

内存消耗／ＧＢ

Ｓ７５０ Ａ２０００
几何信息 ９４．５ ５３．１
近相互作用矩阵 １５７．５ １９０．２
发射／接收模式矩阵 １４４．１ １５０．３
转移矩阵 ４３．６ ４５．５
近／远相互作用队列 ２０．０ １１．６
通信拓扑 ２．０ １．１
远场模式 ３００．７ ２６２．１
ＧＭＲＥＳ求解 ６７．７ ６２．３
预处理器


１４．８ １９．４

ＣＰＵ时间／ｓ

Ｓ７５０ Ａ２０００
几何信息 ２３０６ ９０５
减少远场模式 ３８ ４０
近相互作用矩阵 ２３２７ ３５７５
远相互作用矩阵 ７２２ ６２５
一次矩阵向量相乘 ２４１ １７６
计算雷达散射截面 ６０ ５０

４ 结论

针对分布式内存并行计算机架构以及电特大目标

的特点，提出并实现了一种高性能并行多层快速多极

子算法．为清晰表述算法、具体研究算法性能，提出并
使用了一种由粗而细的分层渐进展开表述方式，阐述

了本文的高性能并行多层快速多极子算法，并配以算

例，深入分析了算法中各个环节的并行方案设计，充分

研究、展示了算法的效率和精度．成功计算了两个电特
大目标的散射：直径７５０个电波长、超过３亿１０００万未
知数模拟的金属球，以及尺寸达到２０００个电波长、超过
２亿８０００万未知数模拟的飞机模型，证实了算法的效
率和精度．
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